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Przeblyski towarzyszg uczniom, ktérzy rozwiazuja problemy, nauczycielom, ktérzy prébuja zrozumied jak
my$ly uczniowie. Przeblyski rzucaja nowe §wiatlo na rzeczy. Przeblyski inspiruja.

Sledzenie, uczenie sig i tworzenie dowodéw
zastgpmy ttumaczeniem dostrzezonej wlasnosti

i stopniowym ulepszaniem ttumaczenia. Taki
kierunck umozliwi staly aktywny udziat
wszystkich uczniéw: kazdy moze prébowac lepiej
wyttumaczyé, kazdy moze wskazywac dostrzezone
wady w thumaczeniu kolegi czy nauczyciela,

a r6zne tHumaczenia poréwnywac i wartosciowac.

Turnau S., O dowodzeniu twierdzesi we wspétczesnej
szkole, NiM 45 (2003), 5.24-29

Zdjqcie: master1305 na freepik.com

Przekonaj mnie!

Monika Jakubowska-Mirek, Ewa Stozek Diagnoza 2021w OStI‘O{QCG

Zadania na dowodzenie s Wythkowe trudne dla uczniéw. Nie oznacza to jednak, ze naleiy

takich zadaf unikaé. Wrecz przeciwnie, stanowig one istote matematyki‘ I nie chodzi nam We wrzesniu 2021 roku do dlagnozy

o precyzyjny dowdd matematyczny w rozumieniu akademickim. O szkolnym dowodzie umiejetnoéci matematycznych w klasach VIII

myélimy, ze jest to logiczne uzasadnienie tego, ze pewna wlasnoéé jest konsekwench pewnych przystqpﬁo 595 uczniéw z 30 oddziatow

warunkéw i zachodzi zawsze, gdy te warunki s3 spelnione. Geometryczne zadanie na klasowych ostrofgckich szkét podstawowych.

dowodzenie pojawﬁo sie takze w tedcie Diagnozy 2021 (patrz ramka poniiej). Zadanie Rozquywah SRV SR Bl R ST gy C2a ey

sktadajacy si¢ z 10 zadan zamknigtych

opisujemy i analizujemy w raporcie Monitorowanie osiggnigd ucznidw w 2021 roku, ktéry powstat
w ramach diagnozy uczniéw klas VIII ostroteckich szkét podstawowych z zakresu matemaryki.  ©'* 10 zadati otwartych, za kedre
maksymalnie mozna bylo uzyska¢ 30 punktéw.
Sredni wynik z testu to 41% mozliwych do

uzyskania punktéw.

Zadanie za 2 punkty Na egzaminie 6smoklasisty w 2020 roku

eometryczne zadanie na dowodzenie (zad.16
W prostokgcie ABCD na boku AD wybrano punkt M. Udowodnij, ze pole tréjkata BCM jest 5 1 Y .Z ’ L e (= : )
réwne potowie pola prostokata ABCD. mialo poziom wykonania 7%. Podobny poziom

wykonania mialo tez zadanie na dowodzenie

D C z Diagnozy 2021 (patrz ramka obok).
Ostroteka
M frakcja opuszczen 44%
poziom wykonania zadania 6%
A B

Zauwazmy, ze ponad 40% uczniéw w ogdle nie
y g

podjeto préby rozwigzania tego zadania.

[... [eliminacja dowoddw z matematyki — nawet tej na poziomie elementarnym — bytaby ruchem wbrew jej naturze, krokiem czynigeym z nicj obszar na wpdt

empirycznego poznania, z drugiej zas dowody i dowodzenie nalezg w szkole od dawna do najtrudniej akceptowalnych wqtkéw matematyki.

Byc moze usunigcie z wielu programéw, a takze z podstaw programowych, stowa dowéd oraz zwigzanych z nim sformutowari i komentarzy dotyczgcych dowodzenia,

zostato w nicktérych przypadkach odczytane jako przyzwolenie na kierunek preferujgcy jedynie fakry, kosztem uzasadniania tych faktéw.

Konior J., O dowodach i dowodzeniu we wspStczesnym nauczaniv matematyki, NiM nr 57(2000), s. 24—209.
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Uczniowskie dowody
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Deielge prostokat na 2 +réjkgty, jeden 2 vich zawsze
bedzie réwwy potowie pola prostokgta, w ktérym zostat
umieszczony.

Podejscie 1.
Metoda algebraiczna

W metodzie algebraicznej uzasadnienie wynika z analizy
wzoréw na pole tréjkata i pole prostokata. Powodzenie zalezy
nie tylko od umiejetnosci przeksztalcania wzordw, ale
umiejetnoéci logicznego wprowadzania oznaczen.

W poprawnym uczniowskim rozwigzaniu zamieszczonym obok
brak konsekwencji w oznaczeniach utrudnia czytanie

rozwijzania.

Podejscie 2.
Metoda geometryczna

Metoda geometryczna polega na wykorzystaniu wlasnosci
tréjkattéw przystajqcych (nie Wymagaliémy dowodu, ze tréjkqty
sq przystajace, ani nawet uzycia tych stéw, wystarczyto
zauwazy¢, ze trojkaty s ,takie same™). Uczniowskie dowody
metody geometryczng cechuje rézny poziom precyzji. Obok
przedstawiamy zrozumiate uczniowskie rozwigzanie, ale
zdarzaja si¢ niejasne rysunki oraz uzasadnienia w rodzaju: ,pole
trojkgta ABM jest réwnie potowie pola prostokgta ABCD, bo jak
rozmiescié tréjkgt po innemu to wyjdzie potowa” albo ,jesli podwoimy
trjkgt ABM otrzymamy drugi taki sam, wystarczy jeden przesungd, a
drugi przekrgci”. Choé za tymi sformulowania kryja sie mysli
uczniowskie, ktére odpowiednio doprecyzowane (ana lekcji
,,wyprostowane" przez nauczyciela) prowadziiyby do
logicznego uzasadnienia, ale nie s3 zrozumiate bez

dodatkowego komentarza.

Podejscie 3.
Sprawdz zamiast udowodnij

Najczqstszym problemem w uczniowskich dowodach jest

- sprowadzenie argumentacji do sprawdzenia jednego lub kilku

przypadkéw. Jesli mozna to zrozumieé na etapie budowania
intuicji ,,0 co chodzi w tym dowodzie”, to nie mozna takiego
podejscia akceptowaé jako dowodu. Szczegélnie jest to przykre,
gdy z rozwigzania zadania widaé, ze uczen wlada aparatem
matematycznym pozwalajacym przedstawié poprawne
uzasadnienie, ale wybiera droge podstawiania konkretnych

wartoécl.

Podejscie 4.
Zmierz i sprawdz

Innym uczniowskim podejéciem jest zmierzenie odcinkéw
danych na rysunku, czyli de facto pokazanie, ze teza dowodu jest
prawdziwa dla danego rysunku. Jesli uczniowi uda si¢ w miare
precyzyjnie dokona¢é pomiaréw, to potwierdzi stusznosé
twierdzenia dla swojego rysunku, co oczywiScie nie jest
dowodem. Jedli nie bedzie precyzyjny w mierzeniu odcinkéw na
rysunku, moze to go doprowadzié do zaprzeczenia tezie, co

zasadniczo jest dowodem przez kontrprzyklad.

Podejscie 5.
Dokonaj odkrycia

W jednej z prac uczniowskich znalazlo si¢ takie uogélnienie. Czy

jest prawdziwe? Dowdd pozostawiamy uwaznemu czytelnikowi.

TITAIZITZAXZITAIZITAIZIZTZAIITZAIITX



Jak pomoc uczniom rozwijac umiejetnosc argumentowania?

Kiedy zacza¢ nauke dowodzenia> Od
najmtodszych lat, nie nazywajjc tego
dowodzeniem. Dociekanie i przekonyuanie
stanowig naturalng potrzebe dziecka
poznajacego $wiat, pytanie ,,dlaczego?”
dzieci zadajg nieustannie. No to teraz my,
nauczyciele, pytajmy ich nieustannie
»dlaczego?”, Zeby to naturalne dla
matematyki i nauk przyrodniczych pytanie
zostalo z nimi na zawsze. Wymagajmy
uzasadnief, nawet niepr

bfgdn}\h odpowiedzi budu]my
kontrprzyklady. Na wyszukiwanie
/\’ontrprz_vkhdo’w nie zatu jmy czasu, bo to przeciez
jest uczenie sig matematyki (D. Zaremba, Sztuka
nauczania matematyki w szkole podstawowej).
Moéwmy uczniowi ,,przekonaj mnie!”

i badZmy cierpliwi, gdy ten buduje swoja

argumentac]q.

Ponize; Pokazujemy przykiad zadania,
ktére sprowadza sie do dowodzenia, ale
jego sformulowanie jest naturalne dla
ucznia (\'l\latematl\jka z Plusem, klasa V,

s.188) 1 nie straszy stowem ,, dowéd”.

Popatrz na rysunck obok. Mary-
sia twierdzi, ze ro legloboki
KLMN i PMRN majg rowne pola.
Czy ma racje? Odpowiedz na to
pytanie, nie mierzgc odcinkéw.

Zadanie. Pokat, e suma pél kolorowych trélkgtéw jest réwna potowie pola prostokata.

Przygotowaniem do prowadzenia ogélnej argumentacji jest Przeamﬂizowanie szczegélnych
przypadkéw. Rozpatrzenie szczegdlnych przypadkéw nie wystarczy, ale buduje intuicje,
pozwala formulowaé hipotezy. Mozna to zrobi¢ na lekcji w atrakcyjny sposéb korzystajac
z gotowych apletéw GeoGebry. Aplety sq bardzo wygodne, poniewaz do ich uruchomienia
potrzebna jest jedynie przegladarka internetowa. Jednocze$nie spotecznos§é uzytkownikéw
GeoGebry z calego $wiata chetnie udostepnia gotowe aplety na stronie internetowej
www.geogebra.org.

Poruszal punidam! £ 8, €, & ) Kolejny aplet pozwoli péjs¢ o krok dalej
Sprawdzaj, jak zmieniaja sie pola: prostokata ABCD i tréjkata ABE )

Najpierw umiejscowimy punkt E na jednym
z bokéw prostokqta. Mozemy wtedy
powtérzyé obserwacje poczynione

w poprzednim przyktadzie. Ale co bedzie,

jesli punkt E bedzie znajdowat si¢ w §rodku

Pole ABE = 28.21 ,
_ prostokata? Czy suma pél kolorowych

troikatéw jest réwna polowie pola
JKq J F F

- o . , prostokata? Czy istnieje takie polozenie
Zacznijmy od sytuacji najprostszej, czyli . . ,,
lecd L s ] ’ punktu E wewngtrz prostokata, ze to nie jest
apletéw, ktdre wspieraja ucznia .
P . F x 0 prawdzm'e? A na zewnatrz prostokqta ABCD?
w wyprowadzaniu wzoru na pole tréjkata. , .
‘ , - , Dlaczego? Jak to pokazaé w ogélnym
Zmieniajac polozenie punktu E bedziemy 5 S
S . ‘ przypadku?
rozpatrywaé tréjkaty, o ktérych mowa ’

w zadaniu. Zwréc’my uczniom uwage na
przypadek, gdy punkt E pokrywa sie
z wierzchotkiem C lub wierzchotkiem D.

Czy wtedy pole tréjkata ABE jest potows
4 4 Areaof AEC=2403
Area of BED = 5007

pola prostokata ABCD? Dlaczego? LIl
Zmieniajac poloienie punktu E uczniowie
moga poczynié obserwacje, jaka jest

zalezno$¢ migdzy polem tréjkata a polem
/ C

prostokata. Zapewne znajdzie si¢ w klasie
uczen, ktér)j Przesunie punkt E poza odcinek https://www.geogebra.ora/:
CD. Czy nadal pole tréjkata ABE jest réwne

Poiowie pola prostokqta ABCD? Dlaczego? A
moze to jest prawdziwe t}'lko dla tego
konkretnego prostokata? A jak mozna to

azal w ogblnym przypadku?

Gdy juz ,poczulidmy jak dziata”
nasze zadanie, to mozemy
sprébowaé wraz z uczniami

skonstruowaé podobne. Sadzimy,

ze propozycji bedzie tyle, ilu

ucznidw i beda sie oni przeécioa'

=]

w pomyslowoéci — pojawig si¢

Wersje krélewskie z koronq, wersje

$wigteczne z choinka, wersje

serwetkowe 1 mndstwo innych.
Obok pokazujemy kilka takich

pomystéw. Sprébujmy te

pomvslowoéé wykorzystaé
/ 1 1

1 zapytajm\j uczniéw: Jak

przeprowadzi¢ argumentacje, jesli
tréjkatéw w wersji a) bedzie n, a w
wersji ¢) kazdy z n trojkatow

bedzie miat inng wysoko§é?
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https://www.geogebra.org/m/efZCJ4e9
https://www.geogebra.org/m/y8YTsDPA

Jak zapanowac nad dowodem?

Rozwijzania uczniowskie pokazuja, ze uczniowie majj problem z logicznym zapisem swoich mysli. Zdarzajg si¢ wyraznie ,,przegadane”
dowody (jak ten ponizej z lewej strony), albo wrecz maksymalnie lakoniczne (jak ten ponizej z prawej strony). Warto stopniowo
przyzwyczajaé uczniéw do bardziej precyzyjnych zapiséw, a pomocne mogg by¢ tabelki z kolejnymi krokami dowodu, jakie mozna znalez¢ np.

w poradniku W. Guzickiego Rozszerzony program matematyki w gimnazjum. Poradnik nauczyciela matematyki.
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Dowod algebraiczny
Nr Stwierdzenie Uzasadnienie
D C .
1. P — BC-DC Pole tréjkata: P = a?h
ABCM >
2. | Pygcp = BC -CD Pole prostokata: P = ab
M
P .
\ D | By = 222 Ii2.
2
A B c.b.d.o.
L d
Dowod geometryczny
Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
D C 1. | Tréjkaty BMP i MBA s3 przystajace cecha BBB
2. | Tréjkary CMP i MCD sq przystajace cecha BBB
p 3. | Pugcp = 2 (Pacup + Pagmp) L.12.
4, Pypcp 3o
Prpem = 2
A B
c.b.d.o.
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O projekcie

Co juz umiemy? Monitorowanie osiagnie¢ ucznidow z zakresu
y agnie

matematyki.
< Kierownik projektu: dr Monika Jakubowska-Mirek

104 www.pedagog.uw.edu.pl

® Wydzial Pedagogiczny Uniwersytetu Warszawskiego

ul. Mokotowska 16/20, 00-561 Warszawa

Celem projektu jest przekazanie uczniom, nauczycielom,

o
dyrektorom szkét oraz organowi prowadzacemu (gminie)

informacji na temat umiejetno$ci matematycznych

uczniéw na rok przed egzaminem 6smoklasisty.




